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1. INTERPOLAZIONE TRA SPAZI DI BANACH 


Assegnata una famiglia finita À = (A.) di spazi di Ba- 


jijeEd 
nach diremo che essa è ammissibile se esiste uno s.v. topologico di Haus 
dorff A tale che A go Vjed. Sui sottospazi Ra A. e A. di 


siae {i + 
A (denotati dia con A(À) e 2 (A)) s' freraduadha le seguenti nor- 


me "naturali" 


xl, = max [xl, > Ixk= inf £ fa.|| 
È j % È a,e A..La, = x] A, 
193 


con le quali A(À) e (A) sono spazi di Banach. 


NOTA: L'inclusione continua di A; in A va intesa in senso pro 
prio, e non nel senso dell'esistenza di uno a di Banach Ba » isomorfo 
ad di e contenuto in A: altrimenti si potrebbe sempre OE, A=.T_A.. 
Men in questo caso si avrebbe poi A( (A) = {0} e DICI ) = A. Ha EL i 
una certa rilevanza il fatto che gli spazi de abbiano intersezione non ba 
nale, anzi nelle applicazioni capita Leniioita che ACR) sia denso in 


A; Vie JJ. 


Uno spazio di Banach X si dice ‘intermedio (alla famiglia 
(A;); eg) 50 AC) xr(k). 
È 
1369 = Bieg 
e gli spazi di Banach X, intermedio alla famiglia À, e Y, intermedio al- 


Assegnate le famiglie ammissibili = = (A.) 


la famiglia B, si dice che X e Y sono spazi d'interpolazione (rispetto ad 
À e 8) se vi: (A) > E(B) lineare e tale che TIA S LA; B;)» si ha 
che Tj,E L(X,Y). a 
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Si può osservare che se À = (AG? A) con ATA: allora 
A(À) 3 AG (A) = A, (norme equivalenti) cosicché gli spazi intermedi ad 
À sono davvero "intermedi" tra A, e A, 
La situazione descritta astrattamente qui sopra è suggerita 


dal ben noto teorema di M. Riesz - G.0. Thorin 


Teorema. Per i = 0,1 sia sj uno spazio con misura e sia A; 
uno spazio vettoriale contenente 188,) yp e l1,0]. Siano p,. 9 € [1,0] 


è Po qo 
c A 
e sia T Ag + A, tale che T I. Po{s ) € L(L (So)> L ($,)) (con norma Mo) 


Bi q; 0 Dia 

e TIP1(8,) € L(L' (S)» L°(S,)) (con norma M,). Se 6 € [0,1], a 

t- n 
= PO 2, 1-10,0., allora Tp e L(L'(S ), 1%5,)) (con nor- 

P Pa 9 LS.) 0 1 

° 1-6 le 0 1 Co) 
masM ©M). 
(o) 1 


(Per una dimostrazione, v. [SW] pp. 179 ss.). 


Un'altra situazione in cui si presentano naturalmente spazi 
d'interpolazione è la seguente. Sia A un operatore autoaggiunto positivo 
in uno spazio di Hilbert H e per 0 <a <1 sia A° la potenza frazionaria 
di A, definita nel modo usuale. Allora D(A°) (con la norma del grafico) 

è intermedio tra D(A) (anch'esso con la norma del grafico) e H. Segue dal 


la disuguaglianza di Heinz (v. p. es. IT) p. 44) che se A, è un operato- 


i 
re autoaggiunto positivo nello spazio di Hilbert Hj: allora Va e [0,1] 
DA) e D(A.) sono spazi d'interpolazione rispetto alle coppie (D(A), H), 
(DA). Hj). 

Sono noti diversi metodi di costruzione di spazi intermedi 
tra coppie ammissibili di spazi di Banach. La natura di questi metodi è 


tale che, usualmente, quando lo stesso metodo è applicato a due coppie am 


missibili, gli spazi intermedi ottenuti sono d'interpolazione tra le cop 
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pie stesse. In questo caso, inoltre, succede che se X e Y sono spazi d'in 
terpolazione rispetto alle coppie ammissibili ks (AG? A,)» De (Bo Bj)» 
allora Imi, av È < C(À, B) Se IT ta, 18 NC (8) in indipendente da T) 
(v. [BL] *% 2.4.2.). Più iù generale, e d:R x R' + R* è una funzio 
ne non-decrescente in ciascuna variabile e tale che $(1, ni = 1, il meto- 


do d'interpolazione si dice di tipo è selltIl, < C(À CITI, 


L(X,Y) (Ag 280 )s 
MI Lc B ): e se è possibile porre C( (AB B) = 1 quali che siano eg ri 
metodo ci dice esatto di È dò. Nei due esempi citati il metodo è esatto 
-0 RL T-a jo 


t t, nel primo caso e d(t, sto) =" to nel 


di tipo $ con d(t,t,) = i 


secondo caso. 
E' noto il seguente teorema (Aronszajn-Gagliardo). 


Teorema. Sia À una coppia ammissibile e A uno spazio interme 
dio per À che sia d'interpolazione con se stesso. Allora è possibile, per 
ogni coppia ammissibile B, costruire uno spazio intermedio F(B), tale che: 

i) se È, È sono coppie ammissibili, allora F(B) e F(C) sono spazi d'in- 


terpolazione per tali coppie 


iii) se B è una coppia ammissibile, B è uno spazio intermedio a È e A, B 
sono spazi d'interpolazione rispetto ad À, B, allora F(B) SB 
(v. [BL], Th. 2.5.1., Cor. 2.5,2. La dimostrazione è costruttiva). 


Oggetto di questo seminario è i1 cosiddetto metodo complesso 
d'interpolazione tra due spazi di Banach (complessi). Altri metodi (i co 
siddetti metodi reali, tutti tra loro equivalenti) danno luogo a spazi di 
versi da quelli ottenuti con il metodo complesso. Per i metodi reali si 
veda, p. es., [LP], [G]. 

Per l'esposizione de] metodo complesso seguiamo il lavoro fon 
damentale [C], con minori modifiche dovute a miglioramenti ottenuti in se 
guito (v. p. es. [kpS]). 
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2. GLI SPAZI D'INTERPOLAZIONE lA, A,lg 
Sia È = (AG? A) una coppia ammissibile di spazi di Banach 
complessi. F(A;? A.) è lo spazio delle funzioni f: S + È, + A dove S = 


= {zeC ; Reze]0, 1} che soddisfano le seguenti condizioni: 


(2.1) f è continua e Timitata su S, e olomorfa su S (nella norma 
di Ao * A,) 
(2.2) per j= 0,1 f(j+it)e A; Vter e 


t + f(j+ it) è continua e limitata (nella norma di A;) 
S'introduce una norma di Banach su F(AG? A,) ponendo 


fl = max sup |f (i+ it), 

j=0,1 teR 1] 
Poiché per le funzioni olomorfe limitate sulla striscia S, continue su 
S, vale il principio del massimo, risulta che if}, =0 => f=0 e che 
F(Ag> A, 


ni f tali che per |Imz|+>© ||f(z)] = pia! ist \Inz},} con e > 0) vale la 


) è completo. Per tali funzioni, inoltre (e în realtà per funzio 
formula di rappresentazione (v. [C] p. 116) 


f(s+ità= ) \ P_(a, s-0)f(j + io)do 
j50,1/R) 


dove Po? P, sono i nuclei di Poisson per S: 


si che 1 sin(ma) 
j 2 


cosh(ms) - (-1)Îcos (ma) 


Per 68€ [0,1] si definisce [AG? A,lo come lo spazio descritto da f(0) per 


fi € F(AG? A): Poiché l'operatore f + f(6) (da F(A;: A, ) in Ao + A,) è 
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continuo (come conseguenza del principio del massimo) si può introdurre 


una norma di Banach su IA; A,lo ponendo 
x = inf; fe FIAS A): f(0)=% 


La dimostrazione del fatto che lA? Ale è intermedio per (A: A,) e che 
questa costruzione dà luogo a spazi d'interpolazione è estremamente ele- 
mentare. Ad esempio la proprietà d'interpolazione segue dal fatto che se 
Te L(A;. 8.) (j = 0,1) allora manifestamente f e F(AG? A,) > Tfe F(B28 
Da proprietà delle funzioni olormofe segue poi che se 


TE LIA; Bj) (j = 0,1), allora |M, 


E 


< 
[AA o 180284.) 
1-0 8 è fard 3 dé 
< IT] LA 8) MI (4,.8,) e quindi il metodo è esatto di tipo è, con 
1-6 0 
s 


$(8,» 509) = 5) 59 


3. PROPRIETA' DEGLI SPAZI D'INTERPOLAZIONE 
——_ O ii STAZI LU INTERPOLAZIONE 


Si sarebbero potuti definire spazi [A AJ È vVz e S. Tutta- 
via è facile verificare che [A_, A,] . = IA, A] (con norme uguali), 
o i o 1'8+ip o 19 
dato che è ovvio che*F(A ; A) è invariante rispetto a traslazioni pura- 

mente immaginarie. 
Più in generale, ci si può chiedere se è possibile ottenere 
Ag» A, partendo da spazi funzionali su S diversi da FAL: A). Per e- 
sempio, se consideriamo lo spazio FAO? A,) = {fe F(AG? A); 
lim |f(j + it)], = 0 (j = 0,1)} succede che [A_, A] = {f(0): 
[the j via 


fe FAO? A,)} e Vx € IA? Ale Ixlg = inf [IFl,: fe FA: A)» £(0) = 


='K}. 
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Questo segue dal fatto che se f € F(A_, A,) allora la funzio 
8(2-0)2 n n 


nez+e f(z) appartiene a FA? A) V$ e R' e Ja sua norma in 


F(AG A, ) tende a Ifll per 3 + 0°. Alla luce di questo risultato acquista 


interesse il seguente teorema di densità: 


Teorema. Il sottospazio di Foo? A,) generato dalle funzioni 


del tipo z + $(z)a con a € AO A, e dè: S+C, continua, olomorfa su S, 
tale che lim @(z) = 0, è denso in Foo? A,) 


| Imz]>o 


2 
EZ 
A)» e g_(2) se fil); 


allora 9, € Ei (A; A, )e I9, “flip >+ 0. Perciò basta approssimare 9° 


Cenno di dimostrazione. Se f € Foo? 


Chiamata per MI h tale funzi6ne Sia h, (z) = $ h(z + 2rijn) 
+00 j=7® 
( }_ in A, + A). Allora hn è periodica di periodo 2rin; inoltre si pro- 
j=-0 2 
va che inf x lei” hi, - hk = 0 e quindi basta approssimare h, con 


nenN, dER 
polinomi trigonometrici a coefficienti in A, e) A, . Questo è possibile per-. 


ché i coefficienti di Fourier di t > UNG + si non dipendono da se [0,1] 


e appartengono quindi a ca A, (v. [KPS] p. 217 ss.). 


Si ottiene subito il 


Corollario. v 9 € [0,1] AO A, è denso în LA? Ajlg e da qui 


A,]. è la chiusura di A59 A, in A; con la 


segue che per j = 0,1 IA? 1); 


stessa norma. 


Un'altra conseguenza è che se A; = Ag N R0 A Aj, allora 
Co) (o) ; 
F(AG? A,) = F(A;> AZ (A; pi vee [0,1]. Da qui 


appare il ruolo fondamentale giocato da A; N A: in particolare non è re- 


) e quindi IA,” Allo = 


strittivo supporre che A, (e) A sia denso in A, e in A: 

Si osservi se il teorema di denste ua l'esistenza di 
un sottospazio denso sia în E, (AG? A) che in F NLN 6 AI ) sul quale coin 
cidono le norme indotte, e vini implica ident CRA F (Ag? A) e 


0 
F_CAO, 49) 


j). Per ottenere che F(A> Ay) = F(AD: AI) si , sfruttare il 
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fatto che AO + AÎ è un sottospazio chiuso di A + da; e ha la norma indot 
ta da A, + A, ui non segue solo dal fatto ua A; è un sottospazio chiu 


so di A; , ma pre dal fatto che AO N n° sli A N (per i dettagli e per 


1 
un SALES in cui B; è un EA chiuso di dg ma 8 + B, ha una nor 


ma non equivalente a quello di A; + A,» si veda [DGV 1]). 


Il sottospazio denso in Fo lA? A,) introdotto col teorema di 
densità è anch'esso sufficiente per definire,quando 6 € 10,1, la nor- 
ma ||- [A su Ao n A: 


: ciò significa che se x e A n A, allora lx} è è l'e- 


1° 1 
stremo fuartore di Ill, quando f descrive il dist sottospazio den 
so con la condizione #10) = X. Questa osservazione torna utile quando si 
presenta la necessità di lavorare con funzioni "buone". 


Rivestono importanza fondamentale le seguenti disuguaglian- 


ze: 
(3.1) log]|f(0)]l, È. Jo (et) loglif(i + it)|}, dt 
j=0,1 /r 3 hi; 
(3.2) If(0)], < ba (0,t) IFGGsit) dt 
j=0,1RÌ LI 


entrambe vereyf € F(A? A). 

Prima di dare un cenno di dimostrazione di queste due disugua 
glianze, notiamo che in (3.2) l'estremo inferiore delle norme Da dei va- 
lori al bordo di una certa classe di funzioni è maggiorato con un'oppor- 
tunamente pesata norma LI dei valori al bordo delle medesime funzioni. 
#91 P;(a,s)ds =1 vae]0,1[) la 
disuguaglianza inversa vale y f e FA, sA YPora si sarebbe potuto conside 


i 
rare, anziché F(AG » A, ), uno spazio nat più ampio, formato da fun- 


Poiché î pesi sono sommabili (con 


zioni olomorfe su si e pei (in qualche senso) avessero valori al bordo som 
mabili rispetto a un peso equivalente a Fi (j= 0,1): si sarebbe, per e- 


sempio, potuto richiedere che f fosse cani su Secche f(a + it) = 
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= } fe, tassct tor con / (cos o)! |. (0)ll, do X + ©. Da 
_ j=0,1 “R R Ù j 
| quarito sopra osservato segue però che lo spazio intermedio ottenuto me- 


diante questo più ampio spazio funzionale è identico (anche rispetto al- 
la norma) ad [AG Ale 

La disuguaglianza (3.2) segue da (3.1) e dalla disuguaglianza 
di Jensen applicata alla funzione esponenziale. Per ottenere (3.1) si os- 
serva che se t + 9; (8) = Toglff(ij + tig, è C° (altrimenti si procede per 
approssimazione) esiste una funzione è: 5 + c, continua,su S, olomorfa 


su S e tale che Re è è limitata e Re g(a + it) = È Pila, t-5)9;(s)ds. 
_ ” j=0,1/R 
ATlora e °f e F(AL? A,) e si verifica che |le Sh < 1. Perciò If(o)l, = 


= Sete], £ eRe9(0) e quindi Tog]f(6) I, £ L P_(a,s)p,(s)ds. 
j=0,1 “R J di 


4, DUALITA' E REITERAZIONE 


Definizione. Siano A; A; spazi di Banach tali che ATA, 


Yrer * sia Sp 0r) = {x e A; lella <r}e s,0) la chiusura di Sol") in 
A, Chiamiamo AI (completamento Secondo Gagliardo di A, rispetto ad A,) 
l'insieme a So» che è ovviamente un sottospazio di A, contenente As: 
Vxe A_N poniamo |plf.= inftre R*; xe S,0)}. Si prova (v. [KPS] Ch. Ti 
$ 1) che ||-||.è una norma di Banach su A01, che A IMA; che se . 
A; # A: a LV # A, e che il completamento ata di Loi rispet 
to ad A, è AI. E' inoltre facile verificare che Ro è uno spazio d'in- 
terpolazione e che se A, è riflessivo To =A5 


Supponiamo che À = (A? A,) sia una coppia ammissibile di spa 
zi di Banach complessi tale che A(K) = A? A, sia denso in A e in A, 


(eqquindi anche in 2(À) = A; + A). Allora è possibile identificare i dua 
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li Aù a A: z(A)* con sottospazi di A(R}* che, per maggior chiarezza, di- 
«tirarlo indicandoli con A5? A: (AV I° identificazione si ottiene 
per restrizione a AR), e le norme sono quelle indotte dall’identificazio 
ne). Allora (A5> A) è una coppia ammissibile, e ci si può quindi domanda 
re quale relazione ci sia tra (IA? A,” (Sî ricordi che A(À) è in ogni 
caso denso in [AG A 6) e lA)» Ale 


Teorema (di dualità). Per 06€] 0, 1[ (IA, A,jJg)' è îl comple 
tamento secondo Gagliardo di [A;> A}, rispetto A(A)*. 

Cenno di dimostrazione (v. [KPS] p. 227 ss.). 

(a) Immersione di ( DA AJ o)" nel completamento secondo Ga- 
gliardo di Ve A}: i 

Il funzionale 9 € (LA: AJ) definisce în modo naturale un 
funzionale 0, € FA? A*. Poiché f + Lia SPORE, (6, t), f(1+it)P, (6,t)) 
è lineare e met da FA, A, ) în L o )x cl (A, ), sfreitanio (3.2) e 
il teorema di Hahn-Banach, su RI )x 1! A, ) si una un funzionale li 
neare continuo che prolunga d,0Y SÒ Allora (v. [E], .p. 588) si può scri- 


vere 9, (8) = x / P_(0,t)"f (j+it), w.(t) > dt per opportune 
j=0.1/r 0) J 
Vr R+ A; limitate e w*-misurabili. Posto 


y(x,z) = Lf x, w.(t) > P_(0,t)dt (x € A(À)) 


si prova che y(-, z) € A(R)* e che z + y(-, z) è analîtica e limitata sul 
la striscia S. Se yx ne è una primitiva, i rapporti incrementali di Xx co- 
stituiscono una successione limitata in FAI» A;) i cui valori in @ con- 
vergono a è nella norma di A; + Aj — A(R)* 

(b) Poiché dalla i di A(À) in lA? A Ha segue che 
(IA > Ag)" è completo secondo Gagliardo în alilje (has p. 8), basta 
provare che LA: A} > (I Ag AI Sia fe F(AD» AJ): Sé g appartie 


ne al sottospazio di Flo: A,) introdotto nel teorema di densità, allora 
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< g(z), f(z) > (dualità tra A(À) e A(R)* “ A; + A;) è analitica su S, con 
tinua e limitata su S. Pertanto |<g(6), f(0D| 


(VAI 


I9llp file e poiché le 
(IA; Ah)" 
Nel lavoro di Calderon [C ] 1a teoria della dualità è svilup- 


m 


funzioni g bastano a raggiungere l9(0)]lg> f(0) 


pata in modo formalmente diverso. Calderén definisce spazi d’interpolazio 
ne LA; A,1° (0 < 0 < 1) utilizzando lo spazio G(A> A,) delle funzioni 
g: 54 A; + A, tali che: 
(a) g è continua da S ad A_+A, € Ig(2)IlX A, < C|z| 
(b) g è olomorfa su S * 
ia Dre è de Poe Di 
(c) gli + it,) - gli + it) CA. e gli + ît,) - gli + ito), 
$ cit, - t AR 
e pone ALA È ilo = {g'(0); ge G(A, È A, Jk, 


at prova poi che se A( (i è denso în A, e Aj> allora 


j 


(LA? Ale )' è isometricamente isomorfo a lA; A; ] în generale ( v. 
[B]) LA? A A a” un sottospazio chiuso di LA, P A rp con la stessa norma; 
se uno almeno ps A; è riflessivo, allora DA, A, = [AG AI° e ta- 
le spazio è riflessivo. 


Enunciamo infine il teorema di reiterazione. 


‘Teorema. Se (A? A,) è una coppia ammissibile, 0 £ 8 &0- £ I 
oe [0,1] e s = (1-9)9, + 00,» allora 
IA? Ale ì (AG? Ah fg AG? Al. 
0 1 
Nell'enunciato originario di Calderén era richiesto ulteriormente che 
AC) fosse denso in [Ao 5 A, ] o Po A,] 


10 
la densità di A, A, in 1A, °A, I, e in ta. Als . Comunque recentemen- 


. Quest'ipotesi non segue dal- 


te Cwikel [CW] “a LETO t'tpolest. 
L'immersione di [A» Axl, ÎN LA Ae, TAG Alelo NM 


presenta difficoltà. L'immersione inversa si ottiene passando attra 
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verso i duali. 


5. CONNESSIONE CON IL METODO REALE 
Si SL LL METUUY REALE 


Denotiamo con (A; Ae p lo spazio d'interpolazione defini- 
to con uno qualunque degli equivalenti metodi reali. Allora, per 6 €10,11 


(A;» A 6,1 TA: A,] (A A,) a 


ilo (IBL], Th. 4.7.1.) 


e dal teorema di reiterazione reale segue allora che se 
0<o <a, <1, 0< A< 1, 8= (1 -)6_ + 10 
(o) 1 (o) 
(CA Arlo, [A > AJ 9,3, 

Sia1sps$2. 


1 
fi” (A A)e,p (IT], th. 1.10.2). 


Uno spazio di Banach A si dice di tipo p se la 
trasformazione di Fourier è continua da PA) in LIA) + o = 1L En 
vio che ogni spazio di Banach è di tipo 1, ed è noto che ogni spazio di 
Hilbert è di tipo 2, Si ha dunque (v. [P]) 


Teorema. Se (A? A,) è una coppia ammissibile e A, è di tipo 


eg E food 
P; e se n * Po + p, con 0 < 68 < 1, allora (Ag? Ao, p NA Ao 
1 1 
AA A )6,q E + "a 1). 


Questo risultato generalizza quello sopra citato e prova che 


se A e A, sono spazi di Hilbert, allora IA; Allo = (A; Ale ,2 
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In questa seconda parte ci occupiamo dell'estensione del me- 
todo complesso d'interpolazione al caso di più di due spazi, e in parti- 
colare riferiamo su risultati recentemente ottenuti da D. Guidetti e noi 
nell'ambito di uno dei possibili modi di effettuare tale estensione (v. 


[DGV 21). 


1. FAMIGLIE AMMISSIBILI 


Quando si ha a che fare con famiglie ammissibili formate da 
un numero arbitrario (finito) di spazi di Banach si presentano alcune dif 
ficoltà che non si riscontrano nel caso delle coppie. Per esempio, se 
(A, d A) è una coppia ammissibile e Bj è un sottospazio chiuso di A; (con 
1a norma di A ), la condizione Bo po = A, NA è sufficiente affinché 
8; + B, A, la norma di Ag + A, (senza tale condizione, può succedere 
che la topologia di da + B, sia strettamente più fine di quella di A; + 
+ A; v. [D&V1] $ 2). Invece, nel caso di una famiglia arbitraria la con 
dizione (MB, = M A. non sembra essere sufficiente per assicurare 

sed seg 
l'uguaglianza delle topologie di 2;(8,) e Z,(A.). 

Un altro, più significativo, esempio è il seguente. 

Sia À = lio gna famiglia ammissibile di spazi di Banach, 
tale che A(À) sia denso in A; Vije J, e quindi anche in (A). Allora Ai 
e DICI si possono inenirttcane a sottospazi A!, Z(A)' di A(A)* e la fa- 
miglia (Ai) ;c J è ammissibile, con DE (A; ) = A(A)* (con norme uguali, v. 
[DGV1] $ 4). Succede inoltre che (A) E A3(AS), e la norma di (A) coin 
cide con quella di ALA): ma l'inclusione può essere propria. Ciò signi 


fica che può esistere un funzionale lineare è: A(À) >C, chevjeJ am 
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mette un prolungamento #7 Ai. senza che questi dj abbiano un comune pro 
lungamento lineare a 2(A) (che, se esistesse, sirnbiba necessariamente con 


tinuo). ‘Si è provato che Z( (A)! = A;(A) se e solo se, posto S: T] A, + A 
jey 
(A s.v. topologico contenente A; ), S((x, ed * ) ty e Y= 
J : jel 
= AR) n ker S, si ha Y = ker S (in generale, è evidentemente, Yc ker S). 


L'uguaglianza Y = ker S significa che ogni famiglia di vettori a somma nul 
la pùò essere approssimata (in Il A, ) con famiglie a somma nulla, le cui 
componenti stiano in ACÀ). Nel ei di una coppia di spazi si ha che ker S 
E A(À) x A(À) e quindi Y = ker S. Abbiamo così un esempio di metodo d'in- 
terpolazione (i1 metodo £) tale che il duale dello spazio ottenuto con ta 
le metodo può non essere intermedio tra gli spazi duali, se la famiglia À 


ha più di due elementi. 


2. VARIE ESTENSIONI DEL METODO COMPLESSO 


Tutte le estensioni hanno in comune il fatto di definire gli 

spazi intermedi valutando in un punto di un certo dominio una classe di 
funzioni olomorfe in quel dominio. Possiamo perciò classificare queste e- 
stensioni facendo riferimento al numero di spazi che intervengono e al nu 
mero di variabili dalle quali dipendono le funzioni olomorfe usate. I ca- 
si studiati sono i seguenti: 

I ® spazi - funzioni di 1 variabile ([CCRSW1,2] , [CF], [KN 321) 

IIN+1 spazi - funzioni di N variabili ([Fa], v. anche [L]) 
III 2 spazi - funzioni di N variabili ([Fel,[BF], [DGv 21) 


Nei lavori dedicati al I caso il dominio di definizione del- 
le funzioni olomorfe è un aperto regolare £ di C (un cerchio in [KN1,2], 


un aperto semplicemente connesso in [CCRSW 1,21). Ad ogni punto y e 92 
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si fa corrispondere uno spazio di Banch i; e si considera uno spazio F 


di funzioni olomorfe su 9, a valori in uno spazio di Banach A 3 U A 
yess * 
che abbiano quasi ovunque limite non-tangenziale f(y) € A, e tali che 


|If(y Via sia limitata (e, per [CCRSW 1,2], misurabile). % F si defini- 


sce la ‘norma fit, = sup||f(y v)ll, (o ess sup) e lo spazio A, (ze N) si de 


finisce come {f(z); f e F} con norma || xIl, = inf{][fl|z ; f(z) = x}. Vengo- 

no esaminate diverse questioni, la cui formulazione è comprensibilmente 

complicata, riguardanti dualità e reiterazione. In particolare, in ogni 

caso, se 99 = la 4 Dj» con ta e P, opportunamente regolari e disgiunti, 

e se A, = A; Vye Pi si riottengono spazi equivalenti a quelli di [C]. 
I metodi II e III sono concettualmente molto simili. Si fis- 

sa unpoliedro T cr' (T= {te a t; > 0, x t. < 1} nel caso II, 

= ]0, TT nel caso III), si fa smestzndie o spazio di Banach A; 

ad ogni vertice j del poliedro T e si considerano funzioni olomorfe e Li 


N 
mitate f: T+ iR + 2, (A ;) che abbiano (in qualche senso da precisare) va 


lori f(j+it)e A; (t € R‘), in modo che le funzioni t + f(j + it) stiano 


(rispetto alla norma di A;) in qualche prefissato spazio funzionale. 
In particolare, nel caso di [Fal e dilFel, [BF] si richiede 

che le funzioni siano continue(nel senso di x; (A, )suT+i r“ e che 

t > f(j + it) sia continua e limitata nel 4 5) A.. VEE T si defini 

sce allora k, = {f(0); f € F}, e, ponendo fp = ta | j+ it) 


nà: 


In [DGV2] ci siamo occupati nel caso III, anche in base alla 


si NOAA, xls sinf{|[f]: f(0) = x}. 


seguente ‘e di carattere tecnico. Se T =]0,1[ sa allora 

T+i r" = Nic {z € c; Reze 10, if}, come nella 1° parte). Ora ogni 
funzione continua f: SN+ x (x spazio di Banach), che sia olomorfa su 5” 
e che non cresca troppo rapidamente, si può rappresentare in forma inte- 


grale come 


f(a + it) = ; 


a P.(a, t - s) f(j + is)ds (ae]0,1[ 
je{0,1}" ù 


5 
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N 
dove i1 nucleo P.(a, 0) coincide con II P. (a,, 0), e dove P_, P 
j K=1 dk k° “k o 1 
no i nuclei di Poisson per S. Ciò consente una certa maneggevolezza nel 


so- 


l'uso di queste funzioni. 


3. ALCUNI INCONVENIENTI 


Alcune proprietà del metodo complesso d'interpolazione non si 
conservano passando da due a più spazi; inoltre l'interpolazione tra più 
spazi non si può ridurre a un'interpolazione iterata. Facciamo, in propo 


sito, alcuni esempi. 


Consideriamo gli spazi di Banach A.k (j.k = 0,1), definiti 

nel modo seguente. Aso = A, = {A e ez): ® 0} (con la norma 
1 = n cu sai n 
di 2), Ag = :Z +C; L 2|a I <a, Ay 3 DE Z+C: È 21.1 
< +00} (con le norme naturali). Allora si può dimostrare che (v. 
1 
[DGV2], $ 5) 0A 1011 /2° [AI A 1/2 11/2 = L'(Z) (con norme equiva- 
lenti), mentre Nn A. CA _=A,, che è un sottospazio chiuso e proprio 
dk jk < 00 11 


di ez). Poiché in generale i metodi d'interpolazione danno luogo a spa 
zi intermedi nei quali l'intersezione degli spazi A è densa (ciò comunque 
avviene in tutti i casi sopra citati), è chiaro che questi metodi non da- 
ranno spazi equivalenti a quelli ottenuti "per interpolazione iterata". 
D'altra parte si può addirittura dare un esempio in cui TA 0?4 101 
LA 1» Asnlolo * MAG0 * Ant 
Nel caso in cui gli spazi siano due si può trovare, come si è visto nel- 


0? 
1; IA,o, Al 6 (per opportuni Ask e (6;p)). 


la I parte, un sottospazio di F(Ag? A,) (che potremmo chiamare G(A A) 


formato da funzioni olomorfe a valori in A, NA e tali che Vx€ LI, A, 


evoelo,il Tell = inf{[jgll, 3 ge G, g(8) = x}. Purtroppo il ragionamen 
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to che consente di ottenere questo risultato non si può ripetere nel ca- 
so di più variabili perché è basato sulla possibilità di dividere una fun 
zione olomorfa a valori vettoriali, che si annulli in un punto, per una 
funzione olomorfa a valori scalari che in quel punto abbia uno zero sempli 


ce, e ciò in generale non è possibile per funzioni di più variabili comples 


se. 


UNA 


Un terzo inconveniente consiste nel fatto che, quando N > 2, 


= N 

per funzioni f: sN + ) (A.) continue e limitate, olomorfe su S', 
i det 3 a 

tali che vj e {0,1} t> f(j + it) sia continua e limitata da R' ad Aj 


viene a mancare, in generale, la disuguaglianza (analoga a (3.2) della 1° 


parte) 
lF(9l, < ì i P.(0,t) ||F(j + Ola dt 


dove 9 € ]0,1[ Li e ||x[l = inf |lgli. (dove || Il è definita come nel 
(o) F F 
g(0)=x 
$ precedente). Succede anzi che i] membro sinistro possa rimanere > 1 


mentre quello destro va a 0. Un controesempio si trova in [DGV2], $ 5. Si 
può osservare che la dimostrazione fornita nel caso di una variabile non 
è più applicabile perché, in generale, assegnate quattro funzioni C° 
dik RÉ + * LA, è detto che esista d: g° + C, continua, olo- 
morfa su S, tale che Re d(j + is, k+ it) = dip (Sat): si verifica facil 
mente che se è esiste e tre delle dk sono nulle, anche la quarta è nul- 
la. 

Il venir meno della sopra citata disuguaglianza comporta il 
fatto che se i valori al bordo delle funzioni olomorfe si suppongono in 
uno spazio diverso da quello delle funzioni continue e limitate (e preci 
samente in uno spazio LI con peso) si ottengono spazi intermedi diversi. 


Ciò suggerisce la definizione fornita nel paragrafo seguente. 


4. GLI SPAZI À(a; q) 


î N i 
Sia p:R +R, p(t) = (È cosh cad LA peso p ha massa 1 
e per Îlt|+ + p(t) vP.(a,t) Vie . ava €10,10" sia X = 


= A; e 10,1 i 

qe [1,©]. Sullo spazio [I 1 (R A.) (spazio delle funzioni 1° 
je10,1}N ù 

rispetto alla misura p(t)dt) definiamoV a e J0, all, la norma|||f]|| 


N una famiglia ammissibile di spazi di Banach complessi e 


(a;q) © 
= | n Bi t) If, (la, dt) ua: (con l'ovvia modifica se q = ©), dove 


f “= cf. si et uN CERA di queste norme è equivalente alla norma di 


1 
Banach f + Zllf, Ilia a, Sullo spazio prodotto consideriamo l'applicazio 
ne lineare o i cui perse sono funzioni da sh a (A), definite da 


P(f) (a +it)= È. , P.(a,t - s) f;(s)ds. Chi ami amo AO l'immagine 
j /R 


mediante P di Il 198", A;) e su LA definiamo le norme equivalenti 
MS Il (a;9) IPO Mag Si può provare che la convergenza in FA) 
implica la lusiarn unî forme sui compatti di sl (nella norma di (A); 
perciò di (X) = {fe AGE f olomorfa} è un sottospazio chiuso di E, (A) 

e Veel 0, 1 f+ £(0) è un operatore lineare e continuo 'da h (A) a 
(A). Pertanto possiamo definire lo spazio di Banach S Ù = {f(a); 


fe F_(k)} con norma ÎlxÎ2;a n inf If Ia 
È feFgz f(a)=x 
Si dimostra facilmente che ka; q) è uno spazio intermedio per 


la famiglia À e precisamente che (data la sun delle norme) 


I 
AC) Ro xd). Dalla disuguaglianza di Holder segue immedia 
9 cl4% Sea 
tamente che Ka:r) A a;g) per1<sgqitrs Inoltre lo spazio Aa ss) 
contiene lo spazio intermedio definito con il metodo di [Fe]. 


Si dimostra poi il seguente risultato di densità: 


Teorema. Lo spazio G(À) delle (restrizioni a s") di funzioni 


sic. A(A), olomorfe rispetto alla norma di A(À) e tali che ASIAN 


tende a 0 per |z| + +°, ze SN, è denso in FA) vVgqel[l, ©[ 


Cenno di dimostrazione. Se g: c" + A(À) è olomorfa e per 


cN da “ È 
ze Ss I19(2}I, (4) <C Vil Imz,), allora 9]sh si può MESSE 
» 2 
in FA) mediante elementi di G(À) (basta moltiplicare g per exp(6 vo z,) 
k=1 
e mandare & a 0°); perciò approssimeremo f € FG) con funzioni g del ti 


po descritto. 


tal, c' 


VneNWVae] 0,11" poni amo f, > (A), 


n A 2 3 2 
(z) = (3) J exp(n (z,-a, -îs,) )f(a + is)ds 
no vo Jan a k°kKK 


À)), e Vje {0, ia poniamo rid), 


Z(À 
N N 
N azar i né 
Cc > A; sin (z) = (3) hh exp(n Dia K jpi Vr, (s)ds, dove 
è inteso che f = P((f. 3 ie to, UL Questi integrali definiscono funzioni 


olomorfe e vzec" (a) PICO) gii) 
n aj 3) n 


né (2-£)?, 


(l'integrale è inteso nella norma di £ 


(2). Inoltre si prova, integran 


f(E) su opportuni circuiti che ca (2) non dipende da a. 


(2)(,) gii) 


do £ > e 
Perciò talala = ff (z) € A; e quindi fn è una funzione olomor- 
fa da e a A(À). Per di più Sa ha il tipo di crescita desiderato su SN. 
Infine si prova che fra Lf (Si tenga presente che fn è la convoluzione 
di f con un nucleo regolarizzante). 
Un'ovvia conseguenza del teorema di densità è il fatto che 

A(À) è denso in X as) Vae]0,il", ge (1, +[. La densità di A(A) în 
À a10) consente in alcuni casi di ottenere risultati d'inclusione tra spa 
zi eseguendo stime di norme su elementi di (A). In particolare si ha che: 
- se A° è la chiusura hi A(À) in A., allora F (A0) = F (À) e À s 

203 j q q (a;g) 

R° La) (ae ]0, 1 a 1 £$qQ< 00) 


N-1 N-1 
Pa — 
mata 3; A(1,k) VKE {0,1}, allora Vbe]|0,11 e per 


Ita <a <13 1£g<=, RL SÌ 
ì Ka , b;g) (a",b;g) 


Dv 
- posto B = Mod e {0,1}N-1 > C= ehe fo ite si da che 
Vael 0,1", be]0,1[, € [1,00 e 
3 (a,b;q) (B(a;q)” (a;g)b° Lo 
ve XY}, denota lo spazio d'interpolazione di Calder6n (come si è os 


servato sopra, in generale non vale l'uguaglianza) 


- se LI = Axa = BL vk € to, 1”! allora Vae ] 118, bel 0,1, 


qel 1,0 [ A rbia] = Casa 


5. DUALITA' 


Per studiare le dualità supporremo sempre che a(k) sia den- 
so in da Vj € {0,1)". Si presenta subito un ulteriore inconveniente: può 
succedere, come per îl metodo Z, che il sottospazio di A(X)* identifica- 
bile a Asa)" (e che chiameremo Aaa)! non sia intermedio per la 
famiglia R' > (Ai)ie {0,13N° perché può non contenere MÀ') (un contro- 
esempio si trova in [DGv2], $ 6). 


Abbiamo comunque cercato di caratterizzare 219)?" sotto op 


portune ipotesi sugli spazi Ag La caratterizzazione da foi data, però, 
descrive Aaa)" in termini dei valori assunti in a € 10,11" dalle fun 
zioni di uno spazio H(a;q'),che dipende da a; ciò impedisce di utilizza- 
re questo risultato per ottenere l'inclusione non banale del teorema di 
reiterazione, in modo analogo al caso dei due spazi (un inconveniente del 
lo stesso tipo, in una situazione simile, è segnalato in [CCRSW2 ] p. 215). 
Per comodità supponiamo di essere in ipotesi tali che per 

1 <q <il duale di 1a", A;) sia identificabile (mediante un'ovvia dua 
lità "pesata") con 13 (R', Asl * F = 1). 

Sia de A ag)” 11 funzionale $ definisce un funzionale 
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® € (F (A) mediante l'uguaglianza ®(f) = $(f(a)), e da ® si ottiene, 
REC il teorema di Hahn-Banach, un funzionale lineare continuo su 

È (À), che chiamiamo ancora è. Dunque è °P e (Il RICO A))* e questo 
dui duale s'identifica naturalmente con TT 1918", A;): pertanto risul 
ta individuata una famiglia (4. jje {0,13N boni spazio prodotto. Ora 
se f = P((f. jlje {o, uN) ef, d, e f(a) = 0, si avrà, a causa della dua- 
lità scelta, Li; p, (a, i v;(5), f, .(S) ds = 0 (qui y;(8) s'identi- 
fica alla sua ira continua ad A; ). Pertanto, se vogliamo caratte- 
rizzare LA sa mediante i valori ta a di un certo spazio funzionale, 
sarà opportuno considerare lo uri He; a;q 
v = PW); e {o,17N) dove 4; € RICO A3) 


J 
ni olomorfe f € FG) che si annullino A a. Si prova in effetti che in 


tag)?" 


Osserviamo che tra le f € FA) che si annullano in a ci so- 
LS A(À) tali che f = 

5 Q,_N ' 

= P((f,), e {0,13N) con f; € LOR , A(A)). Pertanto ogni h € GOTTO 
è "ortogonale" a queste funzioni. Se, mediante una trasformazione 


Li: gl + 0‘ (D = {z ec; |z] < 1}), tale che y(z) = fu (2) eu (2 


a) ni delle funzioni del tipo 
e 


"ortogonale" alle funzio 
X 
questo modo si caratterizza esattamente (A 


no, in particolare, le funzioni olomorfe f: S 


(À") 


)) e 


Uk S > D è una trasformazione conforme tale che uz(a,) = 0, ci traspor 
tiamo su o", è noto che i coefficienti di Fourier (c,) ezN delle fun- 


zioni olomorfe che si annullano in 0 sono nulli quando min a, < 0 e quan 


i k 
do a = 0. Pertanto i coefficienti di Fourier (b_) delle Farizioni ottenu- 
te dalle h e H{aza) A") per cambiamento di variabili sono nulli quando 


max du s 0 purché sia a # 0. Se consideriamo, al posto di H, lo spazio 
k 


ta; SIC, di queste funzioni (che è un sottospazio chiuso di 
È sil (a;9') = {h(a); he H' (asa) (con la norma ov 
) 


sla otteniamo che pr (asa è uno spazio d'interpolazione, di cui (È 


)) e poniamo À 
(259)? 
è un sottospazio chiuso, con la stessa norma. Il fatto che, assegnato 

Xx € A(k), IxIla ynon si riescea leche dle come estremo inferiore di 


norme in È, Fog ) fi e olomorfe f: sl > A(k) tali che f(a) = x(v. 
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$ 3 sopra) sembra essere un considerevole ostacolo a provare che PAIGEL: )_ 


= (A 


fazal” (nel controesempio citato all'inizio di questo $, in cui 
Majo” non è intermedio per la famiglia (A! je {o,1}N° gli A, sono spa 
zi £' con peso, e quindi non soddisfano le ipotesi sul duale di 1918" A; ) 


che abbiamo fatto). 
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